Curso de preparación para las pruebas de acceso a ciclos formativos de grado superior  
CPEPA Miguel Hernández de Huesca	    	                                                       Bloque 1. Números y álgebra 
1.  REPASO DE OPERACIONES CON NÚMEROS ENTEROS

1.1. Sumas y restas de números enteros
Para sumar dos números enteros se pueden dar los siguientes casos:
Si tienen el mismo signo: se suman los valores absolutos y se deja el mismo signo
Si tienen distinto signo: se restan los valores absolutos y se deja el signo del número con mayor valor absoluto

	  – 4 – 5 = -9 		– 6 + 9 = 3 		– 2 – 5 = –7

En el caso de restar un número negativo se puede hacer como suma de un número positivo.

	  2 – ( –3) = 2 + 3 = 5 		-–4 – ( –7) = -4 + 7 = 3
 (
Regla de signos
)
1.2. Producto y división de números enteros
 (
+  ·  +  = +
+  ·  –   =  –
–   ·  +  = –
–   ·  –  = +
)Para multiplicar y dividir números enteros se hace la operación correspondiente con los valores absolutos y se utiliza la regla de signos del cuadro.
La misma regla es válida para la división



    		                  -8 : 4 = -2

1.3. Jerarquía de operaciones
 (
Para recordar:
Si en una operación no hay paréntesis se hacen antes los productos y divisiones que las sumas y restas
)En el caso de que en una expresión haya más de un tipo de operación el orden de prioridad en que hay que realizarlas es el siguiente:
· Paréntesis y corchetes
· Potencias
· Productos y cocientes
· Sumas y restas

	   	4 + 2 · (-6) = 4 - 12 = -8            

		

Para hacer expresiones complejas se recomienda ir haciendo los paréntesis aparte y sustituirlos por su resultado, de esta forma se va simplificando la expresión. 


		

Actividad 1
Realizar las siguientes operaciones con números enteros:


1.1.  				1.2.  


1.3.  				1.4.  


1.5.  			1.6.   


1.7.  			1.8.  


1.9.  		1.10.   

2. REPASO DE OPERACIONES CON NÚMEROS FRACCIONARIOS

2.1. Sumas y restas de fracciones
Pueden ocurrir dos casos:
· Que tengan el mismo denominador: Se suman o restan los numeradores y el denominador se deja el mismo




·  (
Para recordar:
Si se suma una fracción y un número entero, a éste se le pone un 1 debajo y se convierte en fracción con denominador 1.
)Que tengan distinto denominador: Se calcula el mínimo común múltiplo de los denominadores. Se transforman todas las fracciones a otras con ese denominador. 


		

			


2.2. Productos y divisiones de fracciones 
Para multiplicar fracción se multiplican numerador por numerador y denominador por denominador 



Para dividir dos fracciones: 
· se multiplica el numerador del dividendo por el denominador del divisor  y el resultado es el numerador de la solución. 
· Se multiplica el denominador del dividendo por el numerador del divisor  y el resultado es el denominador de la solución.

 (
Para recordar:
Para hacer expresiones con muchas operaciones se hacen primeros los paréntesis y se sustituyen por su resultado, así se va simplificando la expresión. 
)                                                       


En el caso de que en una expresión haya más de un tipo de operación el orden de prioridad es el mismo que en los números enteros.

Actividad 2
Realizar las siguientes operaciones con fracciones:


2.1.  				2.2.  


2.3.  				2.4.   


2.5.  				2.6.   		


2.7.  			2.8.   	


2.9. 			2.10.  	
3. NÚMEROS REALES

Los números irracionales son aquellos que no se pueden espresar en forma de fracción. Los números periódicos o que tienen un número finito de decimales sí que se pueden expresar como fracción, esto implica que los números irracionales tienen infinitos decimales y no son periódicos, por ejemplo las raíces de los números primos (.....) o el número p son irracionales.

La unión de los número racionales y de los números irracionales forman el conjunto de los números reales .

3.1. Aproximación de números reales
En la práctica los números reales no se pueden dar con exactitud, por ello es necesario trabajar con aproximaciones.
· Truncamiento: En este caso se eliminan las cifras por debajo de la que posición elegida. 
			aproximación a centésimas: 3,4567 --> 3,45                  3,2323 --> 3,23 
		(Esta opción la evitaremos porque el error cometido es mayor que en el redondeo)

· Redondeo: Se eliminan las cifras por debajo de la posición elegida pero si la primera cifra eliminada es igual o mayor que 5 se incrementa la cifra de la última posición. 
			redondeo a centésimas:    45,8935 --> 45,89	345,23856 --> 345,23        0,0152 --> 0,2 
       
Actividad 3        
Redondea los números a la cifra indicada:
3.1.    34,87895 m (redondear a cm)		3.2.    987,3789287 km (redondear a m)
3.3.     3,873748 litros ( redondear a ml)		3.4.    3,9099 kg (redondear a g)				
3.5.     3456,23 cm  ( redondear a m)		3.6.    45123634 mg (redondear a kg)				

3.2. Intervalos
Un intervalo es la forma de expresar el conjunto de números reales comprendidos entres dos extremos. Por ejemplo el intervalo (3,5) es el conjunto de todos los números mayores que 3 y menores que 5.
En los intervalos se tiene que tener en cuenta si el extremo está incluido o no, esto hace que clasifiquen en: 
· Intervalos abiertos: son aquellos en que los extremos no están incluidos. 

(-1, 4), son todos los números mayores que -1 (sin incluirlo) y menores que 4 ( sin incluirlo). También se puede expresar algebraicamente como  tal que -1 < x < 4.

· Intervalos cerrados: son aquellos en que los extremos sí están incluidos.


[-1,4], son todos los números mayores o iguales que -1 y menores o iguales que 4. También se puede expresar algebraicamente como  tal que -1 4.

· Intervalos semiabiertos o semicerrados: son aquellos que incluyen uno de los dos extremos pero no el otro. 


[-1,4), son los números mayores o iguales que -1 y menores que 4.   tal que -1 <4.


Cuando el intervalo solamente tiene un extremo, por ejemplo los números mayores que 4, se utiliza el símbolo de infinito en el otro extremo ( 4, )

Actividad 4 
Escribe los intervalos correspondientes:



4.1.  -8 < x < -3.			4.2.  	 		4.3.  		4.4.  	    

4.5.  x < -1	      		4.6.  8 < x 			4.7.  9 < x < 14.		4.8.  
4. PROPIEDADES DE LAS POTENCIAS. 

·  (
Para recordar:
En el caso que el exponente sea 0, el resultado es 1 siempre que la base sea distinta de 0.     
Ejemplo:   5
0
 = 1
)El producto de dos potencias de la misma base es otra potencia que tiene por base la misma y por exponente la suma de los exponentes .
an · am =an+m
					42 · 4-7  = 4-5

· El cociente de dos potencias de la misma base es otra potencia que tiene por base la misma y por exponente la diferencia de los exponentes .



 (
Para recordar:
Si el exponente es negativo entonces se tiene la potencia del número inverso con exponente positivo
 
)					

· La potencia de una potencia es otra potencia que tiene por base la misma y por exponente el producto de los exponentes .
(an)m  = an·m

			(46)-2  = 46·(-2) = 4-12 = 

· El producto de dos potencias con el mismo exponente es otra potencia que tiene por base el producto de las bases y por exponente el mismo .
an · bn =(a·b)n
			35 · 75 =(3·7)5 = 215

· El cociente de dos potencias con el mismo exponente es otra potencia que tiene por base el cociente de las bases y por exponente el mismo .

         

			
Actividad 5 
Utiliza las propiedades de las potencias para simplificar las potencias:




5.1.  		        5.2.  		5.3.  	       5.4.  	




5.5.  	         5.6.  		5.7.  	                      5.8.  
 (
En la calculadora podemos hacer potencias con cualquier exponente con la función x
y
.
Hay que recordar que para introducir números negativos se tiene la función +/-
)
Actividad 6 
Utiliza la calculadora para calcular el valor de las potencias:



6.1.  		6.2.  		6.3.  



6.4.  		6.5.  	6.6.  

5. NOTACIÓN CIENTÍFICA 

Para poder escribir cantidades muy grandes y muy pequeñas son muy útiles las potencias de base 10. Ya que de esta forma podemos escribir 1000 = 103  o bien 0,0001 = 10-4 . 

Por ejemplo, la distancia a los confines observables del universo es aproximadamente 4,6·1026 m y la masa de un protón es  aprox. 1,67·10-27 kilogramos . 

				2300000 = 2´3 · 106			877740000 = 8´7774 · 108
				0´0000234 = 2´34 · 10-5			0´000001976 = 1´976 · 10-6


En  la notación científica siempre se pone la coma decimal después del primer dígito no nulo y se  calcula el exponente en base 10 correspondiente.

Actividad 7 
Representar los siguientes números en notación científica
7.1.  500000 = 					7.2.  234000000 = 
7.3.  701000 = 					7.4.  192000 = 
7.5.  0´000007 = 				7.6.  0´000745 = 
7.7.  0´0980001 = 				7.8.  0´0000101 = 


La notación científica permite realizar productos y divisiones muy fácilmente con cifras muy grandes y muy pequeñas. Sólo hay que aplicar las propiedades de las potencias.

Actividad 8  
Realizar las siguientes operaciones aplicando las propiedades de las potencias: 


8.1.  					8.2.  


8.3.  					8.4.  


8.5.  				8.6.  	

Actividad 9  
Realizar las siguientes operaciones utilizando la calculadora

 (
La mayoría de las 
calculadoras
 y muchos 
programas de computadora
 presentan resultados muy grandes y muy pequeños en notación científica.
Muchas veces en lugar de representar la base 10 se utiliza la letra E
1´2 · 10
8
 = 1´2 E8
)9.1.  			

9.2.  

9.3.  			

9.4.  

9.5.  
6. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

 (
Para recordar:
El
 signo de multiplicación no suele ponerse entre las letras, ni entre números y letras, ni entre números y paréntesis
xy equivale a x·y
2x equivale a 2·x.
2(x-2) equivale a 2·(x-2)
) (
Para recordar:
En álgebra para representar las operaciones de producto no se utiliza el símbolo x sino el símbolo ·
Esto se hace porque la letra x es muy común utilizarla para representar variables
2·3   equivale a  2 multiplicado por 3
)Una expresión algebraica es un conjunto de números y letras (que representan cantidades) que están sometidos a las operaciones matemáticas de suma, resta, multiplicación, división, potencia y radicación.

 (
Para recordar:
Sólo se pueden agrupar términos con la misma parte literal
No se pueden agrupar  2x + 3y  ; 2x
2
 - 2x  
Sí se pueden agrupar 2x + 3x = 5x
)3.1. Operaciones  entre expresiones algebraicas
Para sumar y restar expresiones algebraicas se tienen que hacer las operaciones correspondientes entre términos con las misma parte literal. 

En cambio sí se pueden multiplicar y dividir términos con diferente parte literal

		    2x · 3y = 6xy    ;   8y2/2y=4y    ;     6x/2b = 3x/b
 (
Identidades notables
(a+b)
2
 = a
2
 +b
2
 +2ab
(a – b)
2
 = a
2
 +b
2
 - 2ab
(a+b) · (a – b)
 
= a
2
 - b
2
)
Para la jerarquía de operaciones se siguen los mismos criterios que con los números, pero teniendo en cuenta que para multiplicar por paréntesis hay que multiplicar todos los términos del mismo.

		3 · (x – a) = 3x – 3a    
		x · ( x – 2y) = x2 – 2xy  
		2 ( a – b) = 2a – 2b

Para multiplicar dos paréntesis entre ellos se multiplican todos los términos del primeros por todos los del segundo.
				(4 – a) · (2 – a) = 8 – 4a – 2a + a2 = a2 – 6a + 8

Actividad  10   
Realiza y simplifica, si es posible, las siguientes operaciones:
10.1.  (a – 2b) + (a2 – 3a + b) = 			10.2.  (x – 2) - (x – 3) + 5·(2 - x) = 
10.3.  (a – 2) · (a – 3) - 2a + a2 = 			10.4.  2·(a – 2) + 3· (a + 1) - 5·(a - 2)= 
10.5.  (a – b) + 3· (a + b) =				10.6.  (a + 4) ·(a – 2) + 3· (a + 1) = 
10.7.  (x – 2)·(x – 2) + x·(2 - x) - x =			10.8.  (x + 3)·(x + 2) + x·(x + 2) - (3x - 1)· x= 
10.9.  (x + 2)2 =					10.10.  (2 – a)2 
10.11.  (2x – y)2	=				10.12.  (x + 2) · (x – 2)
10.13.  2 - (x - 3) · 2 - (x – y)2 =			10.14.  (x + 2)2 · (x – 3)2 - (x + 1)2· 2
10.15.  (2 - x)2 - (x - 3)2 · 2 - (3 – x)2 =			10.16.  (x2 + 2 + 3x)2 - ( x - 1) · (x – 3)2 
10.17.  (2 - x2)2 - 3 · (2x - 1)2 - 3(x2 – x)2 =		10.18.  (2 + 3x)2 - ( x - 1)2 · (x – x2) 
7. POLINOMIOS
 (
Para recordar:
El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los términos que los forman.
)Un monomio es una expresión algebraica en la que los números y las letras están separadas sólo por el signo de multiplicar. 
5x2 , -2x3 , x4  ,  3

Un polinomio es una expresión algebraica formada por la suma o resta de monomios. Cada uno de los monomios que componen el polinomio se llama término.
		2x3+ 5x2 - x + 1              x – 3                x7 + 2x 

7.1. Sumas y  restas de polinomios
Para sumar y restar monomios tienen que tener la misma parte literal. En este caso se suman o restan las partes numéricas:
		x + x2 			no se puede hacer
		7x - 4x = 3x		sí se puede hacer

Para sumar y restar polinomios debemos por operar entre los monomios con la misma parte literal. 

(5x2 –  2x +3) + (2x2 – 3x –  9) = 7x2 – 5x – 6

En el caso de las restas hay dos posibilidades: 
· Haciendo la resta directamente   
					          (3x2 – 4x + 2 ) – (5x2 + 3x + 8) = 2x2 – 7x – 6

· Si se cambia el signo del sustraendo el proceso es más largo pero hay menos equivocaciones con los signos:  
(3x2 – 4x + 2 ) – (5x2 + 3x + 8) = (3x2 – 4x + 2 ) + (– 5x2 –  3x –  8) = – 2x2 – 7x -6
 (
Para recordar:
El producto de dos potencias de la misma base tiene como resultado otra potencia de la misma base y como exponente la suma.
)
7.2. Producto de polinomios 
Para multiplicar dos monomios se multiplican sus coeficientes y se suman los exponentes que tienen la misma base 

	    2x3 · 4x6 =8x9

Para multiplicar polinomios se multiplican todos los términos del primero por todos los términos del segundo y se reducen los términos con la misma parte literal.

(4x2 +2x -5)·(3x2 -x +1) = 20x4 -4x3 +4x2 +6x3 -2x2 +2x  -15x2 +2x -5 = 20x4 +2x3 -13x2 +4x -5

Actividad 11  
Realizar las siguientes operaciones de polinomios: 
11.1.   5x2 + 3x + 2) +  (2x3 - 6x2 - 3)				11.2.   (2x4 – 2x2 + 3x ) - (3x4 – 3x2 –  2x – 1)
11.3.   (2x2 – 5x) ·(2x3  – 3)					11.4.   (2x3 – x – 3) +  (4x3 + 5)·(x2 + 2x)
11.5.   (2x4 + 3x2 + 2) + (–3x2  – 2x) – (x4 – 2x3 + 2)		11.6.   (2x5 – 2x3 + 3x) – 3·( 3x3 + 2x) – (x3 + 5x)	
11.7.   x·(2x2 + x + 4) – (x – 1)·(x+2)				11.8.    (2x - 3)·(x+1) – 2·(2x2 – 3x – 1)		
11.9.   (x2 + 2x-1) – 4·(2x3 + 3x – 3)				11.10.   (x2 - 3x)·(x2+2) – 2·(2x3 – 3x2 – x + 3)
11.11.  x – 3·(x2 + 2x) – 4·(x – 3)·(x2+3)			11.12.   (x4 – 3x2)·(x3 + 2x – 1) – (2x3 – 3x2 – x + 3)

8. DIVISIÓN DE POLINOMIOS. REGLA DE RUFFINI

Si queremos hacer una división entre dos polinomios, cuando el divisor es de la forma    (x – a) ó (x + a) , siendo “a” un número cualquiera, se puede aplicar la regla de Ruffini. Para aplicarla hay que seguir los siguientes pasos: 

1. Se hacen dos líneas perpendiculares

2.  (
coeficientes del dividendo
+a
- a
a
n    
 a
n-1
    ...    a
1     
 a
0
término a
del divisor
)Se van colocando en línea los coeficientes del dividendo, empezando por el de mayor grado y poniendo cero en los términos que faltan. 

3. En la parte izquierda (donde se indica en la figura) se el término “a” del divisor, con el signo positivo si el divisor es x - a  y con el signo negativo si el divisor es x + a.

4.  (
+a
- a
a
n    
 a
n-1
    ...    a
1     
 a
0
a
0
)Se "baja" el primer coeficiente del dividendo por debajo de la línea horizontal

5. Se multiplican los números, el resultado se coloca debajo del siguiente coeficiente y se suman.

6.  (
+a
- a
a
n    
 a
n-1
    ...    a
1     
 a
0
a
0       
a
1
´
           a
n
´    R
coeficientes del cociente
resto
)Se repite este proceso hasta llegar al último coeficiente.

7. El resultado es un polinomio cuyos coeficientes son los que se muestran por debajo de la línea horizontal, excepto el último que es el resto de la división.


	3x3 – 4x2 – 9x + 18   :  x – 2


             Cociente:            Resto : 8

	x3 + x2 – 9x – 9   :   x + 1


            	Cociente:     		Resto : 0

Actividad 12  
Realizar las divisiones de polinomios utilizando la regla de Ruffini: 
12.1.   (x3 + 5x2 – 4x – 20) : (x – 2)			12.2.   (x4 –  6x3 – 4x2 +54 x – 45) : (x  + 1)
12.3.   (2x3 – 5x – 2) : (x  + 3)			12.4.   (2x5 – x3  + 4x2 – 5) · (x – 5)
12.5.   (x3 – 20) : (x  + 1)				12.6.   (2x6 – 2x4  + 5x3 – 4) · (x – 4)
9. DESCOMPOSICIÓN FACTORIAL DE POLINOMIOS

Descomponer un polinomio en factores consiste en hallar dos o más polinomios de grado inferior, tales que su producto sea el polinomio dado. 

Por ejemplo en el polinomio x3 + 2x2 - 5x -6 su descomposición factorial sería: (x+1)·(x-2)·(x+3). Esto se puede comprobar realizando el producto y comprobando que el resultado es el polinomio original. 

Para hacer la descomposición factorial se tienen que realizar los siguientes pasos: 

1.- Sacar factor común si el polinomio no tiene término independiente. 

2.- Buscar las raíces del polinomio utilizando la regla de Ruffini que dan como resto 0 (como ayuda se sabe que son divisores del término independiente)

3.- La solución es el producto de los polinomios de la forma (x-a1)(x-a2)...(x-an). Siendo a1,a2,... an las raíces del polinomio obtenidas en el paso anterior. 

Por ejemplo vamos la descomposición del polinomio del ejemplo anterior:

x3 + 2x2 - 5x -6

 En este caso no se pude sacar factor común, se pasa al segundo paso. 

· Se buscan las raíces, para ello se aplica Ruffini. Se va probando por los divisores de 6, es decir por: 1, -1 2, -2, 3, -3, 6 y -6. 

Se prueba primero el 1:  				             

 Como el resto no es 0 se prueba el siguiente número, el -1:             
En este caso sí que sale que el resto es 0. Por tanto el polinomio si se divide el polinomo x3 + 2x2 - 5x -6 entre x+1 el resultado es x2+x-6 y el resto 0. Por ello: 

x3 + 2x2 - 5x -6 = (x+1)(x2+x-6)

Se sigue descomponiendo, ahora el polinomio x2+x-6.

Se prueba otra vez el -1, una raíz puede salir varias veces:        

Como no se obtiene el resto igual a cero se prueba con el 2:        
De ello se deduce que al dividir x2+x-6 entre x-2 el resultado es x+a y el resto es 0. Por ello:    x2+x-6 = (x-2)(x+3)

El resultado será: 
x3 + 2x2 - 5x -6 = (x+1)(x-2)(x+3)
P(x) = x3 + 5x2 – 4x – 20

· Los divisores de - 20 son 1, -1, 2, -2, 4, -4, 5, -5, 10, -10, 20 y -20.  

· Se aplica con ellos la regla de Ruffini hasta que el resto de la división sea 0. Si lo hacemos con 1 y -1 veremos que el resto no es 0. Al hacerla con 2 el resto de la división sí es 0.


Por tanto si se divide el polinomio  x3 + 5x2 – 4x – 20 por  x-2  el resultado es  x2 + 7x + 10 y el resto es cero. De ello se deduce que:      x3 + 5x2 – 4x – 20 = (x – 2) · (x2 + 7x + 10)

· A continuación hay que seguir descomponiendo el polinomio x2 + 7x + 10. Para ello se sigue comprobando los divisores de 10 que hacen que al aplicar la regla de Ruffini el resto sea 0.
Si se hace se observa que al hacerla con -2 el resto es 0.


Por tanto si se divide el polinomio  x2 + 7x + 10  por  x + 2 el resultado es  x + 5  y el resto es cero. De ello se deduce que  x2 + 7x + 10 = (x + 2) · (x + 5). El resultado de la descomposición factorial es:

x3 + 5x2 – 4x – 20 = (x – 2) · (x + 2) · (x + 5)

P(x)=x4 –  6x3 – 4x2 +54 x – 45

    Se deduce que  x4 –  6x3 – 4x2 +54 x – 45 = (x – 1) · (x3 – 5x2 – 9x + 45)

Se  deduce que  x3 – 5x2 – 9x + 45 = (x – 3) · (x2 – 2x – 15 )

Se deduce que  x2 – 2x – 15 = (x + 3) · (x – 5)
x4 –  6x3 – 4x2 +54 x – 45 = (x – 1) ·(x – 3)· (x + 3) · (x – 5)

Actividad 13  
Descomponer los siguientes polinomios: 
13.1.      x3 + 3x2 – 2x + 2				13.2.     x3 + 3x – 4
13.3.   	x3 + 8x2 + 21x + 18 				13.4.     x4 + 7x3 + 8x2 – 16x 
13.5.   	x3 – 7x2 + 14x – 8 				13.6.     x4 – 6x3 + 9x2 
13.7.   	x4 – x3 – 17x2 – 15x			 
10.  ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Una ecuación de primer grado con una incognita es aquella en que solo  hay una incognita y su mayor exponente es 1 . 

La forma general de la ecuación es:       	 a · x + b = 0

Resolver una ecuación es calcular el valor de la incógnita que cumple la igualdad.

En este caso la solución es: 			a·x = - b
						x = -b/a

Para estudiar cómo se resuelven estas ecuaciones vamos a empezar planteando ejemplos sencillos y después iremos haciendo casos más generales

· Si no hay paréntesis ni denominadores y todos los términos con incógnita están agrupados.
Es el caso más sencillo, hay que operar en ambos miembros y llegamos a la solución de la forma general: 

2x – 3x + 5x = 7 – 2 + 5
4x = 10
x = 10/4

· Si no hay paréntesis ni denominadores pero los términos con incógnita no están agrupados.

En este caso hay que agrupar todos los términos con incógnita en un miembro de la ecuación y todos los numéricos en el otro miembroCuando un término se cambia de miembro se tiene que cambiar el signo de la operación.  
2x + 6 + 5x = 4  – 3x + 5
2x + 5x + 3x = 4 + 5 – 6
10x = 3
x = 3/10

· Si no hay paréntesis  pero hay denominadores

En este caso elprimer paso es quitar denominadores haciendo que todos los términos tengas el mismo denominador. Este denominador tiene que ser común múltiplo de todos los denominadores (m.c.m.) 





6x + 20 = 3x + 6
6x – 3x = 6 – 20
3x = - 14
x = - 14/3

· Si hay paréntesis El primer paso es eliminar los paréntesis y se llega a uno de los casos anteriores


 (
Para recordar:
Para resolver una ecuación hay que seguir los siguientes pasos: 
Quitar paréntesis (si los hay)
Quitar denominadores (si los hay) . 
Pasar a un miembro los términos con incógnita  y al otro los numéricos .   
Agrupar  términos semejantes y operar .
Despejar la incognita .
)

Actividad 14
Resolver las siguientes ecuaciones:


14.1.      				14.2.      


14.3.      			14.4.      	


14.5.      			14.6.      	


14.7.      		14.8.      	


14.9.      			14.10.      		 

11. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

11.1.  Forma general de la ecuación de segundo grado
Llamamos ecuación de segundo grado con una incógnita a toda ecuación que se puede transformar en otra equivalente del tipo:

ax2 + bx + c = 0, siendo el número 

Las soluciones de una ecuación de segundo grado son los valores de x que al sustituirlos verifican la ecuación. Si una ecuación de segundo grado no está en la forma general se hacen las transformaciones algebraicas necesarias hasta llegar a ella.
3x2 – 3x + 2 = 2·(x2 – x) -4
3x2 – 3x + 2 = 2x2 – 2x -4
3x2 – 2x2 – 3x + 2x + 2 + 4 = 0
x2 – x +6 = 0
Actividad 15
 Transforma las siguientes ecuaciones a la forma general:


15.1.      				15.2.      


15.3.      		15.4.      
11.2.  Resolución de la ecuación de segundo grado

Para resolver cualquier ecuación de segundo grado en primer lugar se utiliza la siguiente fórmula: 



Siendo a, b y c los coeficientes de expresar la ecuación  en la forma general, ax2 + bx + c = 0 .




· Se aplica la fórmula de la ecuación de segundo grado con a = 1;  b = - 8;  y c = 15



				Dos soluciones: 	con la suma  		

                          						con la resta 	       	




· En primer lugar se quitan paréntesis y se ordena la ecuación








· Se aplica la fórmula de la ecuación de segundo grado con a = 1; b = -2 y c = -35




			Dos soluciones: 	con la suma  		

						con la resta 		


Actividad 16
Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:



16.1.      		16.2.      			16.3.      	



16.4.      	16.5.      		16.6.      	



16.7.      		16.8.      		16.9.       



16.10.      		16.11.      	16.12.      	
12. RESOLUCIÓN DE ECUACIONES DE GRADO MAYOR QUE 2.

Para resolver una ecuación de grado mayor que 2 se tiene que poner todos los términos en el mismo miembro de la ecuación, en el otro miembro solamente tiene que quedar a 0.Después se hace la descomposición factorial del polinomio hasta que se obtenga una ecuación de segundo grado.  Por último se resuelve la ecuación de segundo grado. 

Las soluciones serán las de la ecuación de segundo grado y las raíces obtenidas por Ruffini. 




· Empezamos descomponiendo el polinomio: 

Se aplica con los divisores de 24  la regla de Ruffini hasta que el resto de la división sea 0. Se comprueba que con 2 el resto de la división es 0


De ello se deduce que 
x4 + 5x3 + 2x2 – 20x – 24 = (x – 2) · (x3 + 7x2  +16x + 12)

· Se continúa  descomponiendo x3 + 7x2  +16x + 12.  Se observa que al hacer Ruffini con -2 el resto es 0.



Si  se divide el polinomio  x3 + 7x2  +16x + 12 por  x + 2  el resultado es x2  +5x + 6  y el resto es cero. 

x4 + 5x3 + 2x2 – 20x – 24 = (x – 2) · (x3 + 7x2  +16x + 12)= (x-2)· (x +2) · (x2  +5x + 6)

Como ya se tiene una ecuación de segundo grado se resuelve por la fórmula: 

· Se aplica la fórmula de la ecuación de segundo grado con a = 1; b = 5 y c = 6


			La ecuación tiene dos soluciones:  x = -3  ; x = 2		

Las soluciones de la ecuación de cuarto grado serán las dos soluciones de la ecuación de segundo grado y las dos raíces obtenidas por Ruffini:  (la solución x= 2 aparece dos veces pero solamente es necesario señalarla una vez)

x = 2      ;      x= - 2          ; x = - 3      

Actividad 17
Resolver las siguientes ecuaciones :
17.1.     x3 + 3x2  – 4 = 0 					17.2.      x3 – 2x2 + 6x + 9
17.3.     x4 – 2x3 – 3x2 + 4x +4 = 0			17.4.      x4 + 2x3 – 7x2 – 8x +12 = 0		
17.5.     x4 + 4x3 – 3x2 – 18x = 0				17.6.     x6 –  14x4 + 49x2 – 36 = 0
13. SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

Un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas o sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos ecuaciones en las que las incógnitas representan los mismos valores.

La forma general de estos sistemas es:



Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. 

Si en un sistema de ecuaciones no se tienen las ecuaciones de la misma forma que en la forma general se pueden hacer las transformaciones algebraicas necesarias para llegar a  la forma ax + by = c . 

Para ello los pasos a desarrollar serían:

· Quitar paréntesis (si los hay) realizando las operaciones necesarias.
· Quitar denominadores (si los hay) transformando los términos en otros con denominador común. 
· Pasar a un miembro los términos con incógnita  y al otro los numéricos .   
· Agrupar  los términos con la incógnita x, los términos con la incógnita y los términos numéricos.


			


				


  					


		 		


                      							      

				El sistema quedaría: 

Actividad 18
Transformar los siguientes sistemas de ecuaciones a la forma general:



18.1.     		18.2.     


18.3.     			18.4.     

13.1.  Resolución de sistemas de ecuaciones

 (
Para recordar:
La solución de un sistema es un valor para cada una de las incógnitas. Un sistema con dos incógnitas tiene como resultado un valor para x y otro para y
)Resolver un sistema de ecuaciones es hallar los valores posibles de x e y que verifican a la vez las dos ecuaciones. Por ejemplo si queremos calcular dos números que sumen 10 y cuya diferencia sea 4 en pirmer lugar se debe transcribir este enunciado a un sistema con dos incógnitas, x e y, cada una por cada número. El sistema sería: 



Se puede observar fácilmente que los únicos números que cumplen ambas condiciones son:
x = 7   ;   y = 3

Para resolver un sistema en primer lugar hay que comprobar que está en la forma general, si no es así, hay que hacer las transformaciones necesarias para ello. Hay tres métodos de resolución: 

13.1.1.  Método de sustitución

Para resolver un sistema por el método de sustitución seguimos los siguientes pasos:

1. Se despeja una de las incógnitas en una cualquiera de las ecuaciones.

2. Se sustituye la expresión obtenida en la otra ecuación, dando lugar a una ecuación de primer grado con una incógnita, que al resolverla nos permite hallar el valor de una de las incógnitas.

3. Se halla el valor de la otra incógnita sustituyendo el valor obtenido anteriormente en la expresión primera.



· 
Se despeja la incógnita x de la primera ecuación: 
· 
Se sustituye la variable x de la segunda ecuación por el resultado anterior: 
· 
Se resuelve la ecuación de primer grado	
· 

Una vez calculado y se sustituye en , el resultado será: 

El resultado del sistema es:      x = -2  ;  y = 3

13.1.2.  Método de igualación

Para resolver un sistema por el método de igualación seguimos los siguientes pasos:

1. Se despeja cualquiera de las incógnitas en ambas ecuaciones.

2. Se igualan las expresiones obtenidas, dando lugar a una ecuación de primer grado con una incógnita, que al resolverla nos permite hallar el valor de una de las incógnitas.

3. Se halla el valor de la otra incógnita sustituyendo el valor obtenido anteriormente en una de las primeras  expresiones.



· 
Se despeja la incógnita x de las dos ecuaciones: 
· 
Se igualan los dos resultados: 
· 
Se resuelve la ecuación de primer grado	
· 

Una vez calculado y se sustituye en , el resultado será: 

El resultado del sistema es:      x = -1  ;  y = 4


13.1.3.  Método de reducción

Para resolver un sistema por el método de reducción seguimos los siguientes pasos:

1. Elegimos la incógnita que queremos reducir o eliminar y multiplicamos cada ecuación por el número conveniente, de manera que los coeficientes de la incógnita que vamos a reducir sean opuestos.

2. Sumamos miembro a miembro las ecuaciones obtenidas anteriormente, con lo que se elimina la incógnita elegida. Obtenemos así una ecuación de primer grado con una incógnita con la que hallamos el valor de la otra incógnita.

3. Obtenemos el valor de la incógnita reducida sustituyendo el valor de la incógnita calculada en una de las ecuaciones iniciales o bien directamente aplicando nuevamente el método de reducción para la otra incógnita.





· Se multiplica la segunda ecuación por 3 y se suma con la primera sin multiplicar



        
· Sustituyendo el valor x=2 en una de las ecuaciones, por ejemplo en la primera se obtiene el valor de y.


		El resultado será:    x = 2  ;   y = 3

Actividad 19
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:



19.1.     			19.2.     


19.3.     			19.4.     


19.5.     			19.6.     

13.2.  Tipos de sistemas según la solución

Dependiendo de las soluciones, un sistema puede ser:

Compatible determinado 
El sistema tiene una solución única. Al resolverlo se obtiene un valor de x y otro valor de y.
Como ejemplo se tiene cualquier ejercicio

Compatible indeterminado 
El sistema tiene infinitas soluciones. Al resolverlo se llega a la expresión  0 = 0

Incompatible
El sistema no tiene solución. Al resolverlo se llega a la expresión 
a·0 = b, siendo b  un número distinto de 0


Actividad 20
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:



20.1.     				20.2.     


20.3.     					20.4.     


20.5.     				20.6.     


20.7.     		20.8.     

14. SISTEMAS DE DOS ECUACIONES NO LINEALES


Los sistemas de ecuaciones no lineales son aquellos que no se pueden transformar en sistemas equivalentes expresados en la forma general vista en el apartado anterior. Generalmente llevan una de la incógnitas elevadas a una potencia (x2), o en una raíz ()  o un producto entre incógnitas (xy).

Para resolver estos sistemas se pueden utilizar los métodos vistos para los lineales pero no siempre se pueden utilizar todos los métodos. Es muy importante observar el sistema y deducir el método por el que va a resultar más sencilla su resolución. 



· Como la primera ecuación señala que y es igual que x2 se puede sustituir en la segunda ecuación el valor de y por x2  (método de sustitución).




· Se aplica la fórmula de la ecuación de segundo grado con a = 1; b = 1 y c = -2.


· 
Dos soluciones: 	con la suma  		

				con la resta 		
· Se calcula el valor de y sustituyendo x por 1 y por -2  en la primera ecuación

                     
Tiene dos soluciones:  	x = 1;  y = 1			
				x= -2 ; y = 4


· 

Como la primera ecuación señala que la incógnita  y es igual que  y en la segunda ecuación la incógnita y es igual a    se pueden igualar ambas expresiones  (método de igualación).





· Se aplica la fórmula de la ecuación de segundo grado con a = 1; b = 8 y c = 7.


· 
Dos soluciones: 	con la suma  		

				con la resta 		

· Se calcula el valor de y sustituyendo x por -1 y por -7  en la segunda ecuación



Tiene dos soluciones:  	 	x = -1;  y = 4
x= -7 ; y = 10


Actividad 21
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:




21.1.     				21.2.     		 	21.3.     



21.4.     				21.5.     			21.6.     

15. SISTEMAS DE TRES ECUACIONES LINEALES

La forma general de estos sistemas es:


Para resolver estos sistemas el método de reducción es el más conveniente. Los pasos son los siguientes: 

1. Se toman dos ecuaciones y se elimina una de las incógnitas aplicando el método de reducción

2. Se toma la ecuaciones que no hemos utilizado y una de las que sí hemos utilizado y se elimina la misma incógnita utilizando el método de reducción. 

3. Habremos obtenido dos ecuaciones con dos incógnitas que se puede resolver por cualquiera de los métodos conocidos. 
4. 

· 
Se suma la primera ecuación multiplicada por (-2) y la segunda:        

· 
Se suma la primera ecuación multiplicada por (-1) y la tercera:            
· 
Se resuelve el sistema formado por las ecuaciones   

· 
Para ello se multiplica la primera por 6 y se suman      

                                                     

· Se sustituye el valor de z = 3  en el sistema de dos ecuaciones en la primera de ellas. 







· Se sustituye los valores de y = - 2  y de z = 3 en el sistema de tres ecuaciones en la primera de ellas. 




El resultado es:       x = 1 ;  y = - 2 ;  z = 3

Actividad 22
Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:




22.1.      			22.2.      		22.3.      



22.4.        			22.5.        		22.6.        



22.7.        			22.8.        		22.9.       


22.10.     			22.11.      
16. LENGUAJE ALGEBRAICO

En el lenguaje algebraico se utilizan los números, las operaciones básicas y letras para los valores numéricos no conocidos, las denominadas variables. Tiene utilidad para resolver situaciones en la que solamente con los números y las operaciones básicas no es suficiente para solucionarlas. En nuestro caso lo que pretendemos es transformar el lenguaje escrito en algebraico. 

Por ejemplo si denominamos x a la edad de Juan y denominamos y a la edad de Pedro la escritura algebraica de que la suma de sus edades es 34 sería:   x + y = 34. 

X  nº de niños en un colegio 
Y  nº de niñas en un colegio. 
El colegio tiene 350 estudiantes : 		x + y = 350
Hay 40 niñas más que niños: 			y = x + 40
Hay el doble de niños que de niñas: 		x = 2y
Actividad 23
Expresar algebraicamente los enunciados si las variables representan las magnitudes siguientes: 

X  edad de Juan
Y  edad de Ana
Z  edad de María

23.1.      María tiene 4 años más que Juan
23.2 	La edad de Ana es el doble de la edad de María
23.3 	Entre Juan y Ana tienen la mitad de la edad de María
23.4 	Juan tiene 8 años menos que María
23.5.      Dentro de 3 años la edad de Ana será el doble que la edad de María
23.6.      Hace 4 años la edad de Juan era el triple que la edad de María 
23.7.      Hace 3 años la edad de María era la mitad que la suma de edad de Ana y Juan.

Actividad 24
X  nº de jugadores de tenis
Y  nº de jugadores de baloncesto
Z  nº de jugadores de balonmano

	24.1.      El número de jugadores de balonmano es el triple que el número de jugadores de baloncesto
	24.2 	Hay el triple de jugadores de balonmano que de los otros dos deportes juntos.
	24.3	Hay 40 jugadores más de balonmano que de tenis
	24.4. 	Si se cambian tres deportistas de tenis a balonmano habría el doble de tenis que de balonmano. 
24.5. 	Si se cambian cinco deportistas de baloncesto a tenis habrá el mismo número en balonmano que en tenis.  
Actividad 25
X  nº de monedas de 2 euros. 
Y  nº de monedas de 1 euro.  
Z  nº de monedas de 50 céntimos

	25.1.      Tengo 17 monedas
	25.2	Tengo 17 euros
	25.3	Tengo 4 monedas más de 1 euro que de dos euros
	25.4	Tengo el doble de dinero en monedas de 2 euros que en monedas de 50 céntimos
	25.5	En monedas de 50 céntimos tengo la mitad del total del dinero.

Actividad 26
X  nº de camiones de tipo A . Se sabe que los camiones del tipo A cargan 10000 kg diarios
Y  nº de camiones de tipo B. Se sabe que los camiones del tipo B cargan 20000 kg diarios

	26.1.      Una empresa tiene camiones de tipo A y B, en total son 80 camiones
	26.2.      El número de camiones de B es la mitad que el número de camiones de A
	26.3.      Hay 40 camiones más del tipo B que del tipo A.
	26.4.      En un día la empresa transporta en total 18 toneladas. 
	26.5.      Los camiones del tipo B transportan, en total, el doble de peso que todos los camiones de tipo A

Actividad 27
X  nº de alumnos del instituto A
Y  nº  de alumnos del instituto B

	27.1.      El número de alumnos del instituto B es el triple que el número de alumnos del instituto A
	27.2.      En el instituto A estudian 150 alumnos más que en el instituto B
27.3.      Si se cambian 40 alumnos de instituto A al B en los dos habrá el  mismo número de alumnos. 
	27.4.      Si en el instituto se inscriben 40 alumnos habrá el doble de alumnos que en el instituto B
	27.5.      Si se cambian 50 alumnos del instituto B al A el número de alumnos en B será el doble que en A.

Actividad 28
X  kg de fresas que se compran. El precio de las fresas es 3 €/kg
Y  kg de manzana que se compran.  El precio de las manzana es 1 €/kg
Z  kg de naranja que se compran. El precio de las naranjas es 2 €/kg

28.1.      He comprado 40 kg de fruta
28.2.      Me he gastado 40 euros en fruta
28.3.      He comprado 5 kg más de manzanas que de fresas
28.4.      Entre fresas y manzanas he comprado el doble de kg que de naranjas
28.5.      He gastado el doble de dinero en fresas que en manzanas
28.6.      He gastado en fresas la mitad del dinero que me he gastado en total en fruta. 

17. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

El planteamiento de un problema algebraico consiste en hallar la ecuación o sistema  de ecuaciones que permitan con su resolución contestar a las preguntas del enunciado. Para identificar y cuantificar las variables conviene observar la pregunta del enunciado, nos señalará cuáles son las variables. El segundo paso consiste en traducir el enunciado en una o varias ecuaciones.

	Calcular dos números sabiendo que su suma es 24 y su diferencia es 4
En este caso se pregunta por dos números desconocidos. Por ejemplo voy a llamar x a uno de ellos y al otro le llamo y. 
La primera condición que señala el enunciado es que suman 24, la ecuación será: x + y = 24
La segunda condición es que su diferencia es 4, la ecuación será x - y = 4

El planteamiento del problema será: 

 Actividad 29
Plantea sin resolver los siguientes enunciados en forma de sistema de ecuaciones: 

29.1 	Un hijo tiene 30 años menos que su padre y éste tiene cuatro veces la edad del hijo. ¿Qué edad tiene cada uno?

29.2 	Busca dos números consecutivos tales que, añadiendo al mayor la mitad del menor, el resultado excede en 13 a la suma de la quinta parte del menor con la onceava parte del mayor.

29.3	Elena tiene 8 años más que Emma. Hallar sus edades sabiendo que dentro de dos años la edad de Elena será el triple que la de Emma.

29.4	El lado de un cuadrado es 3 m mayor que el doble del lado de otro. El perímetro del primero es 46 m mayor que el segundo. Hallar los lados de los cuadrados.

29.5	En un corral hay conejos y gallinas. En total son 53 cabezas y 176 patas. ¿Cuántos conejos y gallinas hay?

29.6	Juan ha comprado 14 kg de fruta entre melocotones y peras. Si ha comprado el doble de melocotones que peras, ¿cuántos kg ha comprado de cada fruta?

29.7	Juan se ha gastado 28 euros en fruta entre melocotones y peras. Los melocotones cuestan 3 euros/kg y las peras 1,5 euros/kg. Si se han comprado el doble de peras que de melocotones, ¿cuántos kg se ha comprado de cada fruta?

29.8	Juan se ha gastado 28 euros en fruta entre melocotones y peras. Los melocotones cuestan 3 euros/kg y las peras 1,5 euros/kg. Si se ha gastado el doble en las peras que en los melocotones, ¿cuántos kg se ha comprado de cada fruta?

29.9	La edad de un hijo es la quinta parte de la edad de su padre y dentro de 7 años el padre tendrá el triple de la edad de su hijo. Calcula las edades de cada uno

29.10	Se reparten 200 euros entre 3 personas de forma que la segunda recibe 10 euros más que la primera y la tercera tanto como las otras dos juntas. ¿Cuánto recibe cada una?.

29.11	Tres socios han de repartirse 15.000 euros. Calcula lo que corresponde a cada uno, si el primero ha de tener dos veces más que el segundo y éste tres veces más que el tercero.

29.12	Una madre, para estimular a su hijo a estudiar matemáticas, le dice: “Por cada ejercicio que resuelvas bien te daré 7 euros, y por cada uno que hagas mal me darás 5 euros”. Después de hacer 25 ejercicios, el muchacho se encuentra con 55 euros. ¿Cuántos ejercicios ha resuelto bien?.

29.13	La edad de Juan es la suma de las edades de Ana y Luis. Si dentro de 2 años la edad de Juan será el doble de edad de Ana y dentro de 7 años, su edad será el doble de la suma de las edades de Ana y Luis, ¿cuántos años tiene cada uno?

18. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS

Para resolver un problema es necesario identificar las variables, plantear el sistema de ecuaciones a partir del enunciado y resolver el sistema. 

La edad de un padre es hoy siete veces mayor que la de su hijo y, dentro de diez años, será tres veces mayor. Hallar sus edades respectivas
· La incógnita x corresponde a la edad del padre y la incógnita y corresponde a la edad del hijo
· Dentro de 10 años la edad del padre será   x + 10  y la edad del hijo será   y + 10.
· De la condición “La edad de un padre es hoy siete veces mayor que la de su hijo” se obtiene la ecuación:


· De la condición “dentro de diez años, será tres veces mayor” se obtiene la ecuación:


· Se resuelve el sistema formado por ambas ecuaciones:


· Al resolverlo se obtiene que:


· La solución es que actualmente el padre tiene 35 años y que el hijo tiene 5 años.


Actividad 30
30.1.	Marta quiere un marco para una ventana con un listón de aluminio de 2 metros, sin que le sobre ni le falte nada. Sabiendo que la ventana es rectangular y que tiene una superficie de 24 decímetros cuadrados, ¿de qué longitud han de ser los trozos que ha de cortar?

30.2	En una finca se tienen 15 animales entre perros y gatos. Si cada mes se comen 85 kilos de comida, de forma que cada gato come 5 kg al mes y cada perro 6 kg al mes. ¿Cuántos gatos y cuántos perros hay?
30.3	A una reunión asisten 156 personas de tres nacionalidades. Hay doble número de españoles que de franceses y el número de ingleses es el triple de españoles y franceses juntos. ¿Cuántos españoles, franceses e ingleses hay?

30.4	En una fiesta familiar se reúnen tres personas. La mayor tiene una edad que es la suma de las edades de las otras dos. Se sabe que hace 5 años entre las tres sumaban 45 años. Y se sabe que hace 10 años la edad de la mediana era cuatro veces la edad de la pequeña. ¿Qué edad tiene cada una de las personas?

30.5	En una tienda me gusta una camisa, un pantalón y una chaqueta que en total cuestan 60 euros. Al día siguiente observo en el escaparate que han rebajado la camisa y el pantalón un 25%, valiendo de esta forma las tres prendas 50 euros. A la semana siguiente observo que además de la rebaja anterior de la camisa y el pantalón la chaqueta está rebajada un 50%, costando las tres prendas un total de 40 euros. ¿Cuánto me he ahorrado por esperar?

30.6	En una heladería, por un helado, dos zumos y 4 batidos nos cobraron 35 euros. Otro día, por 4 helados, 4 zumos y un batido, nos cobraron 34 euros. Un tercer día por 2 helados, 3 zumos y 4 batidos 42 euros. ¿Cuál es el precio de cada uno?

30.7	En un circo hay 11 animales carnívoros entre tigres, leones y panteras. Se sabe que cada león come tres kilos de carne al día, que cada tigre come dos kilos al día y cada pantera también dos kilos. Si en total se necesitan 25 kilos de carne al día y se sabe que el número de panteras es el triple que el número de tigres. ¿Cuántos leones, panteras y tigres hay?

30.8	En la empresa Plásticos  Plasti se producen tres productos: botellas, garrafas y bidones. Se utiliza como materia prima 10 kg de granza de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella se necesitan 50 gramos de granza, para cada garrafa 100 gramos y para cada bidón 1 kg. El gerente también nos dice que se debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por último se sabe qué por motivos de capacidad de trabajo en las máquinas se producen en total 52 productos cada hora. ¿Cuántos vasos, botellas y bidones se producen cada hora?

30.9	Juan, Pedro y Luis salen un domingo por la tarde. Entre los tres tienen 24 euros. Se sabe que si Pedro le da 2 euros a Juan ambos tendrían el mismo dinero. También se sabe que si Luis le da 2 euros a Pedro entonces Pedro tendría el doble de dinero que Luis. ¿Cuánto dinero tiene cada uno?

30.10	En un teatro  con un aforo de 1200 personas se organiza un concierto. Según la disposición se ponen a la venta entradas a tres precios: 50 euros, 30 euros y 20 euros. Si se ponen a la venta el doble de entradas de 50 euros que de 20 euros y se sabe que si se venden todas la entradas se recaudan 42000 euros, ¿cuántas entradas se venden de cada precio?

30.11	Una familia consta de un padre, una madre y un hijo. La suma de las edades actuales de los tres es de 80 años. Dentro de 22 años, la edad del hijo será la mitad que la de la madre. Si el padre es un año mayor que la madre, ¿qué edad tiene actualmente cada uno? 

30.12	Una empresa dispone de 29.000 euros para actividades de formación de sus cien empleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido organizar tres cursos: A, B y C. La subvención por persona para el curso A es de 400 euros, para el curso B es de 160 euros y de 200 para el curso C. Si la cantidad que se dedica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ¿Cuántos empleados siguen cada curso?

30.13	En un curso de inglés hay 35 alumnos entre españoles, franceses y alemanes. Si se dan de baja tres españoles habrá el mismo número de españoles que de franceses pero en cambio si se borran 2 alemanes y se apuntan tres españoles habrá el doble de franceses que de alemanes.  ¿Cuántos alumnos hay de cada nacionalidad? 

30.14	En una tienda se venden en un día 212 barras de pan de tres tipos: baguette, rústica y macerada. La baguette se vende a 70 céntimos, la rústica a 80 céntimos y la macerada a 90 céntimos. Se sabe que ese día se vendieron el triple de baguettes que de macerada y que el dinero obtenido por la venta de barras rústicas fue el mismo que el obtenido por las baguettes. ¿Cuántas barras de pan de cada tipo se vendieron? 

30.15	Un grupo de 9 amigos tienen que decidir qué hacer una tarde de sábado entre ir al cine, ir al teatro o ir a un concierto. Si dos de ellos fueran al cine, tres al teatro y 4 al concierto se gastarían en total 88 euros. Si cuatro de ellos fueran al cine, tres al teatro y el resto al concierto se gastarían 77 euros. En cambio si cuatro fueran al teatro y cinco al concierto al concierto se gastarían 96 euros. ¿Cuánto cuesta la entrada para el cine, para el teatro y para el concierto? 

30.16	Una empresa tiene 3 trabajadores de tres categorías, técnicos, oficiales y operarios. Cada técnico tiene un coste salarial de 2000 euros mensuales, cada oficial de 1500 euros y cada operario de 1200 euros. Se sabe que en la empresa hay 24 trabajadores y que el coste mensual en personal es de 33.300 euros. Sabiendo que hay el doble de operarios que de oficiales, ¿cuántos trabajadores tiene de cada categoría? 

30.17	 En un centro de adultos hay tres grupos de estudiantes de ESPA, en total 69 alumnos y se sabe que en el primer grupo hay el doble de estudiantes que en el tercer grupo. Se realiza el mismo examen de matemáticas en los tres grupos y en total hay 36 aprobados, un 40% de los alumnos del primer grupo, un 50% de los del segundo grupo y un 80% de los del tercer grupo. ¿Cuántos alumnos hay en cada grupo?

30.18 	En una guardería hay un total de 46 niños menores de tres años. Sumando los años de todos ellos el resultado son 61 años. Si se sabe que el número de niños que todavía no tienen un año es la cuarta parte de los niños que ya han cumplido los dos años. ¿Cuántos niños tienen un año de edad? 

30.19	En un centro de educación infantil hay en total 78 niños, entre nacidos en 2010, 2009 y 2008. Se sabe que el grupo más numeroso es el de niños nacidos en 2008 ya que duplica la suma de los nacidos en los otros años. Se sabe que si se dieran de baja 4 niños nacidos en 2009 y se dan de alta 8 niños nacidos en 2010 se quedarían igual número de niños nacidos en ambos años.

30.20	En una reunión hay 22 personas, entre hombres, mujeres y niños. Se sabe que el doble del número de mujeres más el triple del número de niños es igual al doble del número de hombres. También se sabe que el número de hombres es el doble del de mujeres, ¿cuántos hombres, mujeres y niños hay?

30.21	Juan desea comprar un pantalón, una camisa y una chaqueta que cuestan entre todo 121 euros. Decide esperar a las rebajas para comprarlas por un total de 71,2 euros. El descuento en las rebajas del pantalón es del 20%, el de la camisa es del 30% y el de la chaqueta es del 50%. ¿Cuánto costaba cada prenda de vestir antes de las rebajas si en la chaqueta se ha gastado el doble que en el pantalón?


Ejercicios propuestos en pruebas de acceso en Aragón

1.-(2009) Una empresa de transportes gestiona una flota de 60 camiones de tres modelos diferentes. Los mayores transportan una media diaria de 15000 kg y recorren diariamente una media de 400 kilómetros. Los medianos transportan diariamente una media de 10000 kilógramos y recorren 300 kilómetros. Los pequeños transportan diariamente 5000 kilógramos  y recorren 100 kilómetros de media. Diariamente los camiones de la empresa transportan un total de 475 toneladas y recorren 12500 kilómetros entre todos. ¿Cuántos camiones gestiona la empresa de cada modelo?

2.-(2010) En una explotación agraria se cultiva trigo, cebada y maíz disponiendo en total de 90 hectáreas cultivables. Se sabe que las necesidades de un tipo de fertilizante por hectárea son: 200 Kg/ha para el caso del trigo, 100 kg/ha para el caso de la cebada y 300 kg/ha para el caso del maíz. En total se dispone de 19000 kg de dicho fertilizante. Por último se desea sembrar el doble de superficie de maíz que de trigo. ¿Cuánta superficie se tiene que dedicar a cada cultivo?

3.- (2011) Un hotel dispone de 65 habitaciones de tres categorías: Estándar, Premium y Luxe. La noche para dos personas en la estándar cuesta 50 euros, en la premium 100 euros y la noche en las de categoría Luxe 150 euros. Se sabe que hay el triple de habitaciones de categoría estándar que de categoría Premium. Si en un día en que están todas las habitaciones del hotel ocupadas se recauda el mismo dinero con las habitaciones de categoría estándar que con todas las otras juntas, ¿cuántas habitaciones hay de cada categoría? 

4.- (2012) Los 27 alumnos de una clase forman tres grupos para realizar una actividad: A, B y C. El número de alumnos del grupo A es uno menos que el de los grupos B y C reunidos. Además, en el grupo B hay la mitad de alumnos que en los otros dos grupos juntos. Plantea y resuelve un sistema de ecuaciones para averiguar cuántos alumnos forman cada grupo.

5.- (2013) Una empresa que elabora productos derivados de la fruta ha invertido 8.400 € en comprar un total de 18 toneladas de fruta entre manzanas, peras y melocotones, al precio de 800, 500 y 400 euros por tonelada respectivamente. ¿Cuántas toneladas de cada fruta ha comprado si sabemos que el peso de los melocotones dobla al de manzanas y peras juntas?


6.- (2014) Una empresa ha invertido 34.800 € en comprar ordenadores de tres clases A, B y C, cuyos costes por unidad son 1.500€, 1.200€ y 900€ respectivamente. Sabiendo que en total ha adquirido 30 ordenadores, y que se ha gastado la misma cantidad de dinero en ordenadores del tipo A y B, averigua cuántos aparatos de cada clase ha comprado la empresa.

8.- (2015) En 2015 con motivo del IV centenario de la publicación de la segunda parte del Quijote, una editorial publica 2000 ejemplares repartidos en tres ediciones en formato libro de bolsillo, tapa blanda y tapa dura. El número de ediciones entre formato de bolsillo y tapa blanda es el triple de los ejemplares de tapa dura y su diferencia es la décima parte del total ejemplares puestos a la venta. Plantea y resuelve un sistema de ecuaciones para averiguar cuántos ejemplares de cada formato saldrán a la venta.

9.- (2016) Una multinacional de seguros tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. El número total de altos ejecutivos en las tres delegaciones es 31. Para que el número total de altos ejecutivos de la delegación de Barcelona fuese igual que el de Madrid se tendrían que trasladar tres de Madrid a Barcelona. Además el número de altos ejecutivos de Madrid excede en uno a la suma de los destinados en las otras dos delegaciones. ¿Cuántos altos ejecutivos hay en cada delegación?

10.-(2017) Una empresa de quesos fabrica tres tipos diferentes de quesos: frescos, semicurados y curados. Para fabricar 1 queso fresco necesita 2 litros de leche, para fabricar un queso semicurado necesita 3 litros y para un queso curado 6 litros. 2 La empresa dispone diariamente de 293 litros de leche y fabrica 96 quesos.  Si fabrica el doble de quesos frescos que la suma de semicurados y curados. ¿Cuántos quesos fabrica diariamente de cada tipo?

11.-(2018) En un coro hay 78 voces femeninas de tres tipos: sopranos, mezzosopranos y contraltos.  Si se dieran de baja 4 sopranos se quedarían el doble que de mezzosopranos.  En cambio si se dieran de baja 5 mezzosopranos y de alta 5 contraltos se quedarían igual número de ambas voces. ¿Cuántas voces femeninas hay en el coro de cada tipo? 
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